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Resumen

El objetivo de esta memoria es el estudio de un problema matemético de in-
dole practico: la medicién del tiempo. Esto da lugar a dos aspectos: por un lado la
construccion de un reloj basado en la rotacién terrestre y por otro las correcciones
horarias.

Para resolver estos dos problemas se deben considerar las nociones bésicas del
movimiento de los planetas, asi como los sistemas de referencia astronémicos y te-
rrestres para dar la posicién del Sol y del observador, lo que se hace en el primer
capitulo, junto con la descripciéon de cémo construir los relojes de sol mds habitua-
les: ecuatoriales, verticales y horizontales.

En el segundo capitulo se aborda la construccién de un reloj de sol con cua-
drante plano, mediante el uso de matrices de rotacién y nociones bdsicas de algebra
lineal, generalizando las construcciones mds habituales.

Por ultimo, se introducen las correcciones horarias necesarias para transformar
la hora dada por el reloj de sol a la hora civil. Se explica por qué estas dos horas
no coinciden y se estudian los fenémenos principales que causan esta diferencia,
dando la correccién en forma de desarrollos en serie de potencias.

Summary

The goal of this report is the study of a practical mathematical problem: the mea-
surement of time. This brings two problems: the construction of a sundial based on
Earth’s rotation, and the corrections needed.

In addressing these issues it is necessary to consider the basic notions of plane-
tary motion, as well as astronomical and terrestrial reference frames, which is done
in the first chapter. In this chapter there is also a description of the process of buil-
ding the most common sundials: equatorial, vertical and horizontal.

In the second chapter, a more general view of the construction of a sundial is
given, by using rotation matrices and linear algebra.

Lastly, it explains the corrections needed to transform the time given by a sun-
dial to the corresponding civil time are considered. It is explained why these two
times are not the same and the main reasons of this difference are taken into ac-
count. Finally, a power series expansion is obtained for the practical calculation of
this difference.
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Capitulo 1

Fundamentos de los relojes de
sol

1.1. Introduccion

La medicién del tiempo ha sido de gran interés para el hombre desde su apari-
ci6én sobre la Tierra, debido a la vital importancia que tiene para la planificacion de
tareas (épocas de caza, recoleccion, etc). Para ello se han creado distintos objetos
que reciben el nombre de relojes.

Un reloj estd basado en un fenémeno observable o detectable que se repite de
forma periédica, lo que nos permite medir intervalos de tiempo iguales. Sin embar-
go, esta premisa, sencilla, no deja de tener ciertas complicaciones desde un punto
de vista funcional. En este sentido, debemos asegurarnos de que nuestro reloj esta
fundamentado en un movimiento periédico dotado de estabilidad en dos sentidos:
cada oscilacion (periodo) debe ser igual a las demds y éstas no deben detenerse en
ninglin momento. Bajo estas premisas, podemos construir un reloj natural basado
en la rotacion de la Tierra alrededor de su eje, que serd la base para la construiccién
de otros més complejos. Debido a la rotacién, el Sol parece dar una vuelta alrede-
dor de la Tierra cada dia, de manera que tenemos un fenémeno ciclico que se repite
con periodicidad de 1 dia, que es el paso consecutivo del Sol por el meridiano del
lugar. Este periodo puede subdividirse, ademads, en intervalos més pequetos: horas,
minutos y segundos.

Para llevar a la practica un reloj basado en la rotacién terrestre, usaremos el mo-
vimiento de la sombra arrojada por un objeto, ya que este movimiento es conse-
cuencia del movimiento de rotacién. Asi, un reloj de sol constaréd de dos elementos
fundamentales: una varilla a la que llamaremos gnomon y un cuadrante, superfi-
cie sobre la que se proyectard la sombra del gnomon y en el que estardn dibujadas
las lineas que indiquen la distintas horas cuando la sombra del gnomon se proyecte
sobre ellas.

Pero antes de esto veamos unos conceptos que nos seran de utilidad para com-
prender lo que viene después. Estos conceptos estdn relacionados con la determin-



2 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

cacion de la posicion del Sol en el cielo a lo largo del dia y del afio.

1.2. El movimiento de los planetas

En primer lugar, debemos comprender cdmo se mueve la Tierra alrededor del
Sol para saber como cambia a lo largo del afio la cofiguracion de ambos astros. Este
movimiento viene descrito por la ley de gravitacién universal.

La ley de gravitacién universal de Newton describe la interaccién gravitatoria
entre distintos cuerpos con masa. Segun esta ley, la fuerza ejercida entre dos cuerpos
de masas m; y my, separados una distancia r, es proporcional al producto de sus
masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, es decir:

ny m.
F:G er2;

siendo F el médulo de la fuerza ejercida entre ambos cuerpos (su direccion se en-
cuentra en la recta que une ambos cuerpos) y G la constante de gravitacion univer-
sal.

A partir de esta ley se pueden deducir las leyes de Kepler, las cuales describen el
movimiento de los planetas en sus 6rbitas alrededor del Sol.

1. Todos los planetas se desplazan alrededor del Sol describiendo 6rbitas elipti-
cas. El Sol se encuentra en uno de los focos de la elipse.

2. Los planetas se mueven con velocidad areolar constante. Es decir, el radio vec-
tor que une el planetay el Sol barre dreas iguales en tiempos iguales, por lo que
el movimiento no es uniforme.

3. El cuadrado del periodo orbital es directamente proporcional al cubo del se-
mieje mayor de la 6rbita: T? = Kr3.

Estas leyes explican el movimiento de la Tierra alrededor del Sol (traslacion) en
el denominado plano de la ecliptica, y cuyo periodo determina el afio. Aparte del
movimiento de la Tierra alrededor del Sol, ésta también gira sobre si misma alre-
deor de un eje imaginario denominado eje terrestre, dando lugar a un movimiento
ciclico més corto, el dia. El eje estd inclinado con respecto ala normal del plano de la
ecliptica y esta inclinacién va cambiando muy lentamente, siendo en la actualidad

23°26'14" 1| (Fig. [1.1).

£&
Cag
0y
oot 4 N

23°26' ,'I\

~.

Plano de la ecliptica

Figura 1.1: Oblicuidad de la ecliptica

INota: los 4ngulos de este capitulo vendran siempre expresados en grados.



1.3. SISTEMAS DE REFERENCIA 3

A causa de la inclinacién del eje la densidad de rayos de luz que llegan a una
cierta latitud cambia a lo largo del afio, causando asi las estaciones.

Debido a los movimientos anteriores la posicién aparente del Sol en el cielo va
cambiando y para seguir su curso es necesario introducir sistemas de referencia
adecuados para determinar su posicion.

1.3. Sistemas de referencia

En lo sucesivo usaremos habitualmente las nociones de meridiano, que se de-
fine como un semicirculo méximo del globo terrestre que pasa por los polos norte
y sur; ecuador, o plano perpendicular al eje de rotacio6n equidistante de los polos
norte y sur; y los dngulos de longitud y latitud que nos dan las coordenadas de un
lugar sobre la superficie terrestre (Fig.[1.2).

Figura 1.2: Latitud y longitud

Para definir las coordenadas de un objeto celeste construiremos una esfera ima-
ginaria, de la que somos el centro, sobre cuya superficie se proyectan los astros y ala
que llamaremos esfera celeste. Veamos tres sistemas de referencia ortogonalesﬂ para
posicionar los astros sobre la esfera celeste.

El primero de los sistemas de referencia es el denominado horizontal y toma co-
mo eje x la direccion este-oeste, siendo positivo en sentido oeste; el eje y en sentido
sury el eje z perpendicular al plano horizontal y en sentido de la vertical. El punto
en el que el eje z corta a la esfera celeste en sentido positivo se denomina zenity el
opuesto nadir. Una vez que hemos construido este sistema de referencia, podemos
dar las coordenadas de cualquier astro directamente, (x, y, z), o sustituirlas por dos
angulos, altura (h) y azimut (A). La altura es el dngulo que forma la visual del objeto
con el plano horizontal y el azimut el &ngulo que forma la proyeccién sobre el plano
hotizontal con el eje y (medido en sentido antihorario). Ver Figural[1.3]

2Todos los sistemas de referencia que se verdn serdn ortogonales y cumpliran la regla de la mano de-
recha (dextr6giros).
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Horizonte h =faltura Horizonte

A=azimut

Figura 1.3: Sistema de referencia horizontal.

El problema del sistema de coordenadas horizontales es que los dngulos h y A
varian constantemente debido al movimiento de rotacidn de la Tierra. Tiene senti-
do, por lo tanto, tomar otro sistema de referencia en el que uno de los ejes coincida
con el eje de rotacion de la Tierra. El segundo sistema de referencia que vamos a ver
cumple precisamente esto.

Este sistema de referencia se denomina ecuatorial y en €l, el eje z es paralelo al
eje de rotacion con sentido positivo hacia el norte. Los otros dos ejes se encuentran
en el plano ecuatorial, plano paralelo al ecuador terrestre que pasa por el lugar del
observador y que estd inclinado 90 — ¢ grados respecto al plano horizontal, siendo
¢ la latitud del observador o del lugar. El eje x coincide con el eje x del sistema
de coordenadas horizontal (i.e. la recta de interseccién de los planos ecuatorial y
horizontal) y el eje y coincide con la proyeccién de la direccion norte-sur sobre el
plano ecuatorial, con sentido positivo hacia al sur, como se puede observar en la

Figura[l.4]

Ecuador 8 =|declinacion Ecuador H = éngulo horario

Figura 1.4: Sistema de referencia ecuatorial

En este sistema los dngulos que nos dan las coordenadas de un punto son la
declinacién (), que mide el dngulo que forma la visual con el plano ecuatorial, y
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el angulo horario (H), que es el dngulo formado por el meridiando que pasa por el
zenity el que pasa por el astro, o lo que eslo mismo, el &ngulo que formala ortogonal
de la visual del astro sobre el plano ecuatorial con el eje y. Este sistema tiene la
enorme ventaja de que la declinacién de un astro permanece constante a lo largo
del dia mientras que el &ngulo horario, medido en horas, minutos y segundos, varia
de 0 a 24 horas en un dia, indicando el dngulo que ha girado el astro desde que
pasara por el meridiando del lugarﬂ

P Ecuador

Horizonte

Figura 1.5: Relacidon entre los sistemas horizontal y ecuatorial

Si nos fijamos en la Figura[L.5lvemos que para pasar de un sistema de coordena-
das a otro, es preciso hacer una rotacién de eje x y d&ngulo 90 — ¢. De esta forma se
tiene que si (xp,, yp, 25) son las coordenadas del astro en horizontales

Xp coshsen A
¥n|=|coshcosA
zZn senh

Y (Xe, Ye, Ze) €N ecuatoriales
Xe cosdsen H
Ye|=|cosédcosH
Ze send

entonces, multiplicando por la matriz de rotacién de eje x y &ngulo 90 — ¢

Xn 1 0 0 Xe
Yn|=10 cos(90—-¢) —sen(90—¢)|-|ye
Zn 0 sen(90—¢) cos(90—¢) Ze

se obtiene
cosdsen H = coshsenA,

sen¢cosd cos H—cos¢send = coshcos A, 1.1
cos¢pcosd cos H+sen¢psend =senh.

3 Circulo méximo que pasa por el zenit y el polo celeste
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Observar que la transformacién depende de la posicién del observador sobre la Tie-
rra, en concreto de la latitud (¢).

De aqui podemos deducir el punto de salida y puesta del Sol, y la cantidad de horas
de sol que habrd un dia determinado del afo.

Estas ecuaciones no solo nos permiten relacionar ambos sistemas de referencia,
sino que ademads nos permiten deducir algunos aspectos interesantes a la hora de
construir un reloj de sol. En concreto, podemos obtener el azimut del punto de sali-
da del Sol asi como la duracién del dia.

A lo largo del ano la declinacién del Sol (§) varia entre —23,4° y 23,4°, lo que hace
que tanto el punto de salida como la duracién del dia varienﬂ Al amanecer y al ano-
checer se cumple que % = 0, el Sol estd sobre el horizonte, y los d&ngulos + Ay H nos
idican los puntos de salida/puesta del Sol y la mitad de horas de luz respectivamen-
te.

Sustituyendo & por 0 en resulta

cosdsen H =sen A,
cos A= —sen¢gsendtan¢g — cos¢psend, (1.2)
cos H = —tan¢tand.

Notar que, durante los equinoccios, 6 = 0 y de la primera ecuacién de resulta
que A = H y de la tercera ecuacion de que H =6 (=90°), es decir, hay 2H = 12
horas de luz y el Sol sale por el este y se pone por el oeste.

Consideremos el caso general y fijémonos en la tercera ecuacion de (1.2),

cos H = —tan¢tand.

Como —-1<cosH<1,
|-tan¢tans| < 1.

Puesto que la declinacién del Sol hemos dicho que varia entre —23,4° y +23,4° (obli-
cuidad de la ecliptica) resulta que cuando la latitud ¢ cumple

|| >90° — 23,4° = 66,6°,

ya sea norte o sur, nos queda cos H > 1, lo que significa que el Sol permanece du-
rante todo el dia por encima o por debajo del horizonte. Las latitudes que cumplen
esto son las que pertenecen a los circulos polares.

Lo dicho anteriormente puede verse graficamente, teniendo en cuenta que los
tres planos: horizonte, ecuador y ecliptica se cortan en la direccién este-oeste del
lugar. Proyectando la esfera celeste desde esa direccion obtenemos el esquema de la
Figura[1.6} que nos ser4 ttil més adelante para calcular las horas de luz para un dia
cualquiera.

Veamos por ultimo las coordenadas ecuatoriales absolutas, las cuales son inde-
pendientes del lugar de observacion y del movimiento de rotacién. En este sistema

4Aunque se puede considerar constante a lo largo de un dia para ciertos célculos.
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Zenit

S
K

(éz

Polo

Hori
Norte orizonte Sur

EC//’D rfCa

Figura 1.6: Proyeccion de los sistemas horizontal y equatorial sobre el plano x =0

se toma como origen de coordenadas el centro de la Tierra, como eje x lalinea inter-
seccion de los planos ecuatorial y de la ecliptica, con sentido positivo en la direccion
del punto vernal (y)ﬂ como eje z lalinea que une los polos con sentido positivo ha-
cia el Polo Norte y el eje y de manera que se tenga un sistema dextrégiro (y = z x x).

Las coordenadas ecuatoriales absolutas de un astro en la esfera celeste son la as-
cension recta « € [0,2m), &ngulo que forma la proyeccién de la visual del astro sobre
el plano ecuatorial con x, y la declinacién 6 € [-m/2,7/2] (ver Figura(l.7).

Polo Norte
Celesie .~

“ Polo Sur
Celeste

Figura 1.7: Coordenadas ecuatoriales absolutas

5punto de la ecliptica a partir del cual el Sol pasa, en su movimiento aparente sobre la esfera celeste,
del hemisferio sur celeste al hemisferio norte, lo que ocurre en el equinoccio de primavera, inicidndose
la primavera en el hemisferio norte y el otofio en el hemisferio sur.



8 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

1.4. Relojes ecuatoriales

De los distintos tipos de relojes de sol, el mdas elemental es el denominado reloj
ecuatorial. Para su construccién nos apoyaremos en [8]. La idea que subyace en este
tipo de reloj es muy simple y se basa en el hecho de que la sombra del gnomon des-
cribird dngulos iguales en tiempos iguales, siempre que la orientacion de la varilla y
el plano de proyecci6n sean los adecuados. De este modo, el plano de proyeccién, o
cuadrante, debe de ser paralelo al ecuador terrestre, de ahi su nombre, con el gno-
mon perpendicular a la superficie del mismo, de modo que quede orientado en la
direccidn del eje de rotacion de la Tierra. De la base del gnomon se dibujan sobre el
cuadrante las lineas horarias de forma radial y separadas 15° entre si.

Los relojes de tipo ecuatorial presentan varios problemas. Uno de ellos es debido
a que el eje de rotacién de la Tierra estd inclinado 23° con respecto a la normal del
plano de su érbita (Fig. . Por ese motivo, las dos caras del cuadrante deben de
estar marcadas, ya que la sombra del gnomon se proyectard en la cara superior en
verano y en la inferior en invierno. Esto es asi porque las trayectorias que describe
el Sol son paralelas al ecuador y unas veces se encuentran por encima del mismo
(entre el 21 de marzo y el 22 de septiembre) y otras por debajo del ecuador (entre el
22 de septiembre y el 21 de marzo), como se puede ver en las Figuras[1.1]y[L.9} Justo
en los equinoccios (21 de marzo y 22 de septiembre) el Sol se mueve exactamente
sobre el plano ecuatorial y no habria ninguna sombra sobre el cuadrante, por lo que
este reloj no marcaria la hora.

Para evitar este problema, se sustituye el cuadrante por un anillo incompleto
que vendria a ser el borde del disco que forma el cuadrante. Este tipo de relojes se
denominan armilares, Figura y plantean una cuestién interesante. Dado que un
reloj de sol solo marca la hora cuando éste se encuentra por encima del horizon-
te, ;cudles son las horas extremas que marcard a lo largo del afio?, ;cuantas lineas
horarias son necesarias en un reloj de sol?

S

Figura 1.8: reloj ecuatorial armilar

Para responder a esta pregunta podemos usar el sistema de ecuaciones o}
bien apoyarnos en la Figura[I.6] Utilizemos esta tltima.

Fijada la posicién del Sol sobre la ecliptica un dia dado del afio, la trayectoria
del Sol a lo largo del dia describira un segmento paralelo al ecuador (Fig.[T.9). El Sol
alcanza su altura méxima en M, suminima en Q y, por simetria, sale y se pone en el
punto N.
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Ecliptica

Horizonte

Figura 1.9: Determinacién del nimero de horas de Sol para un dia

Con esto procedemos a calcular la duracién del dia y el punto de salida del Sol.
Consideramos la trayectoria del Sol a lo largo del dia dada por el segmento MQ.
Suponiendo la circunferencia de radio OM = 1, tenemos que (Fig. 1.9)

MQ=2cosé

y aplicando el teorema del seno al tridngulo ANOM, se tiene

3 sen(90 + ¢ —6) _ cos(¢p—6)

sen(90 — ¢) B cos¢
send send

sen(90 — ¢) - cos¢’

NM

La trayectoria del Sol por la esfera celeste, segmento MQ en el esquema anterior, es
una circunferencia de didmetro 2 cosd, como se puede ver mejor en la proyeccién

siguiente, Figura[T.10}
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Figura 1.10: Vista cenital (Vista desde el polo)

La duracidn del dia viene dada, por lo tanto, por el &ngulo entre los puntos N; y
Ny, angulo 2H. Ahora bien, tenemos que

cos(¢p—6)
cos¢

NC=NM-CM = —cosd =tan¢sensd.

Fijandonos en el tridngulo rectdngulo ANCN;,
cos H=—tan¢tand, (1.3)

ecuacién yaobtenidaenla secci(’)n Para una latitud como la de Logrono, 42°27'56",
tenemos

H = arccos(—tan(42°27'56")tand) con & € [-23,4°,23,4°],

y entonces
66,67° < H<113,33°, 4,45h < H <7,56h.

Es decir, el dia mds corto dura aproximadamente 9 horas y el mds largo 15 horas y
media. Luego con poner 8 lineas horarias antes de la del mediodia, y 8 después, nos
bastaria.

1.5. Relojes horizontales

Los relojes de Sol ecuatoriales tienen el problema de que el plano de proyeccion
no es intuitivo en el sentido de que no lo podemos vislumbrar de forma natural, ni es
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habitual en nuestro entorno. Por ello se utilizan otro tipo de planos de proyeccién,
como los planos horizontales y verticales, que dan lugar a los relojes horizontales y
verticales respectivamente.

El cuadrante de los relojes horizontales es paralelo al plano del horizonte, mien-
tras el gnomon sigue siendo paralelo al eje de rotacién de la Tierra. En este caso,
al no ser el cuadrante perpendicular al gnomon, las lineas horarias no estan igual-
mente espaciadas. Su cédlculo puede hacerse de manera sencilla por proyeccion del
cuadrante ecuatorial sobre el horizontal (Figura|l.11).

Cuadrante horizontal

Latitud (@) |

Lineas horarias

Oeste

Figura 1.11: Construccion de un reloj horizontal

La relacion entre las longitudes ay b es

b a
—_— =
sen90° sen¢

=sendo.

SRS

La proyeccién de la sombra sobre el plano horizontal para cada linea horaria del
reloj ecuatorial nos da su equivalente en el horizontal. Abatiendo sobre el plano ho-
rizontal la figura anterior obtenemos la Figura[1.12]
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Figura 1.12: Lineas horarias del reloj horizontal

De aqui se deduce que
a
atanH = btana = tana = EtanH =sen¢tan H,

y nos queda
a = arctan(sen¢tan H). (1.4)

El dngulo a representa el &ngulo de lalinea horaria H (y — H por simetria) en el plano
horizontal. Recordar que los dngulos horarios H vienen dados de 15° en 15° siendo
H =0 el mediodia (que coincide con la direccién Norte-Sur).

1.6. Relojes verticales

Al reloj de sol con el cuadrante situado en un plano vertical, es decir perpendi-
cular al plano del horizonte, se le denomina reloj vertical. El reloj de sol vertical es
el mas facil de encontrar ya que se encuentra en multitud de torres de iglesias y fa-
chadas de casas antiguas. Distinguiremos dos tipos: el reloj vertical orientado hacia
el sur y el reloj vertical con una orientacion cualquiera (muro declinante). Veamos
primero el orientado.

1.6.1. Reloj vertical orientado

El cuadrante del reloj estd contenido en el plano Este-Oeste y el gnomon en el
Sur-Norte (ver Figura[I.13).
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Cuadrante horizontal

Lineas horarias

Oeste

Figura 1.13: Construccién de un reloj vertical

Fijandonos en el tridngulo rectdngulo AOAB tenemos que la relacién entre ay b es

a b
sen(90 — ¢) "~ sen90

% =sen(90 — ¢) = cos ¢,

Igual que con los relojes horizontales abatimos los dos cuadrantes sobre el plano
horizontal para ver mejor la relacién entre los dngulos de las lineas horarias de cada
uno, Figura[[.T4]

Fijémonos en un dngulo horario en concreto, H, entonces al igual que con los hori-
zontales, se cumple
atan H = btan f8

. a
y teniendo en cuenta que 3= cos¢p

tan f = tan H cos¢ = f = arctan(tan H cos¢).

El &ngulo B representa el angulo de lalinea horaria H en el cuadrante vertical orien-
tado.

1.6.2. Reloj vertical general

Veamos ahora c6mo quedarian los dngulos horarios para un cuadrante vertical
con orientaciéon cualquiera. Para esto nos ayudaremos de un cuadrante horizontal
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.

Figura 1.14: Lineas horarias del reloj vertical

auxiliar. Llamamos 0 a la declinacion del plano de la pared, dngulo que forma con
el Este-Oeste, en nuestro dibujo 8 = —0’ (es mas sencillo de ver asi). Abatiendo so-
bre el plano horizontal y fijAndonos en un dngulo horario concreto a del cuadrante
horizontal, nos queda la Figura[1.15]

Sabemos que

tana =sen¢tan H,

1.5
Igztan(p, (1.5)

y, fijdndonos en el tridngulo AABC y aplicando el teorema de los senos, tenemos

que

X b b

= = . 1.6
sena seny cos(a+0') (1.6)

Aplicando que x = ctany, y teniendo en cuenta (1.5), resulta

ctany b sena

an =
Y tan¢cos(a +6")
sena

cosa

- cosacosf’ _ senasenf’
tan¢( - )
cosa cosa

_ sen¢tan H
" tan¢(cosf’ —tanasend’)
_ cos¢tan H
~ cos@’ —sen¢tan Hsenf'’

sena  cos(a+6")
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Figura 1.15: Construccion reloj vertical general

Reemplazando ahora el cambio 6 = -0’

cos¢tan H
cosf+senfsen¢ptan H’

tany =

15

Este

que nos da la ecuacién de las lineas horarias y de un reloj vertical con orientacién.
Noétese que si 8 = 0, entonces se tienen las ecuaciones de las lineas horarias de un

reloj vertical orientado.
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Capitulo 2

Relojes de sol generales

Hasta ahora hemos visto cémo construir relojes de sol cuyo cuadrante sea hori-
zontal o vertical respecto al suelo, o contenido en el plano ecuatorial. En esta seccion
vamos a ver como se construye un reloj de sol en cualquier superficie plana expuesta
ala luz del Sol y con el gnomon no necesariamente orientado al polo. Para ello se-
guiremos principalmente las ideas dadas en [7]. Pero primero necesitamos algunas
nociones elementales que veremos a continuacion.

2.1. Elvector de posicion del Sol

En la secci6n[1.3]ya hemos hablado de los sistemas de referencia ecuatoriales y
horizontal. Consideramos ahora el sistema de referencia ecuatorial ortogonal con
ejes (X, Ve, Ze) que tiene como origen el centro de la Tierra, el eje de rotacién como
ze, con sentido positivo hacia el polo norte, el plano ecuatorial como plano (xe, y.)
y el plano del meridiano que pasa por el reloj como plano (ye, z.).

Las coordenadas de un vector v que va del origen a un punto (x, y, z) seran por
tanto

X senf cosw
T=7xy2=|y|=17]|senbsenw |,
z cos®

donde 0 = arccos(z/| 7)), con 0° < @ < 180° y w = arctan2(y/| 7|, x/| 7 |Jcon 0 < w <
360°. 6 es el angulo formado por z, con 7 y w el dngulo entre x, y la proyeccién
de 7 sobre xy . Notese que las coordenadas de 7 en términos de (|7 ],0,w) es la
repesentacién polar estdndar en un sistema de referencia ortogonal dextrégiro.
Consideramos la Tierra como una esfera de radio r; y la 6rbita que describe al-
rededor del Sol como una circunferencia de radio r;s que, como ya sabemos, es una
simplificacién. Sea s, (H, ) el vector que va del centro de la Tierra al centro del Sol

Larctan2 es la version de arctan(x/ y) que tiene en cuenta el cuadrante en el que se encuentra el angulo,
arctan2(x, y) = {w € [0°,360°]| arcsenw = x A arccosw = y}

17
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cuando el Sol tiene dngulo horario H y declinacién §. En este caso teniendo en cuen-
taque w=270°-H,0=90°-0yque

sen270° cos90° 0
50(0,0) = rs5 [ 5€n270°sen90° | = 15[ —1
c0s270° 0
y
1 0 0 \'[o0 0
5.(0,8) = Ry (—8)5,(0,0) =145 |0 cosé —send —1|=ri | —cosd |,
0 send cosd 0 send
tenemosqueE]
T
cosH -—-senH 0 0
So(H,0) = R,(—H)5.(0,8)=r;5|senH cosH 0| |-cosd
0 0 1 send
—sen Hcoséd
=714 | —cosHcos?d |.
send

Por otra parte las coordenadas, en el sistema de referencia dado, de un punto sobre
la superficie terrestre de latitud ¢ son

0
Se(p, H,6) = 5,(H,5) — 1| cos¢p |.
sen¢

Consideramos ahora el sistema de referencia horizontal de la seccion[1.3] Si tras-
ladamos el sistema de referencia ecuatorial al lugar en el que se encuentra el reloj es
f4cil observar, como ya se hizo anteriormente, que para pasar de un sistema a otro
solo hay que hacer una rotacién de ¢ = 90° — ¢ en el sentido de las agujas del reloj
en torno al eje x. Por lo tanto las coordenadas del vector que une el reloj con el Sol
seran

1 0 0o \'

Sh(, H,6) = Re(-P)Se(p, H,6) = [0 sendp —cosdp| Se(¢p,H,0)
0 cos¢ sen¢

—sen Hcosd 0
=r45| —sen¢cos Hcosd +cospsend | —r | 0],
cos¢pcos Hcosé +sen¢psend 1

y las de su vector unitario correspondiente

sz(—é) es la rotacion entorno al eje x de § grados segun la regla de la mano derecha (sentido directo)
, Rx(=6) =R (5)T
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_ sn(p, H, )
(¢, H,0) = 2L 10
Isp(¢p, H,0)
—sen Hcosd 0
! —sen¢cos Hcosd +cos¢psend | — a 0
V1+a® | cospcos Heosd +sendsend Vi+a® |
cona= rr—:s y, COMO 7y < I'ts, tenemos que a = 0y
—-senH
up (¢, H,6) = cosé | —sen¢cos H+cos¢ptand |. 2.1
cos¢pcos H+sen¢tand

Cuando el Sol se encuentra por debajo del horizonte la componente z de uj, es
negativa, y positiva cuando estd por encima. Por tanto, el Sol es visible cuando

cos¢pcos H+sengtand =0
lo que ocurre cuando el angulo horario H del Sol cumple

cos H = —tan¢tand,

como ya habiamos|visto]

2.2. Cuadrante horizontal

Sea Th = (Xpn, Y z,)T un vector en el sistema de coordenadas horizontales que
va del origen a un punto (x,, yn, 2,), nuestro gnomon. El punto esté por tanto a una
altura z; sobre el punto (x,, y,) del plano del horizonte. Un rayo de Sol que incide
en este punto, y que continda hasta la superficie del reloj, vendra representando en
coordenadas paramétricas por el vector

l_h)(xn»_)/n»zn?g, H,6,A,) = U_)h + AE’h(‘P) H)6)
Sea ahora e_z; = (0,0,1)7 el vector unitario sobre el eje zj. Si el cuadrante del reloj
estd en el plano horizontal, la sombra del punto (x,, y,, z,) intersecta al cuadrante
cuando

ez, = (0o 1)Tl_h) =0= z, + A(cos¢pcos Hcosd +sen¢dsend) =0,

lo cual se da cuando

Zn
cos¢pcos Heosé +sengpsend
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Notar que el denominador es positivo cuando el Sol esta sobre el horizonte, que es
cuando los rayos de luz producen una sombra sobre la superficie del reloj. Las coor-
denadas del punto del cuadrante en el que se proyecta la sombra serdn por tanto

— sen H sen¢pcos H—cos¢tand
(x, y) - (xn +Zn cos¢cosH+sen¢tan6’y” +Zn cos¢pcos H+sengtand | * 2.2)

Segtin va variando la declinacién § del Sol a lo largo del afo obtenemos un conjunto
de puntos para cada dngulo horario H. La unién de estos puntos es la linea horaria
para esa hora H concreta. Cuando |tand| crece el punto de sombra tiende al punto

z
(xC).yC) = (xnryn_ tand)),

que recibe el nombre de centro del reloj.

Consideremos ahora la linea que va del centro del reloj a un punto (x,y) que
cumple (2.2). Sea a el dngulo entre estd linea y el eje y,, entonces la tangente de este
angulo es
X=X X—Xn
V=Y Y—Yn+tazpltang
que, sustituyendo x e y por su expresion en (2.2), se convierte en la ecuacion (1.4)
del reloj horizontal que ya conocemos:

tana =

tana =sen¢tan H.

Notar que la ecuacién (2.2) nos permite dibujar un reloj mucho mds completo que
con esta tltima. Podemos dibujar también las lineas de declinacién, haciendo variar
H para un valor § concreto, afladiendo asi un calendario a nuestro reloj.

2.3. Cuadrante general

Veamos ahora como seria un reloj situado en un plano cualquiera, plano del re-
loj o cuadrante. Sean ey, = (1,0,007, e, = (0,1,007 , ez, = (0,0,1)7 vectores uni-
tarios asociados a los ejes del sistema de referencia horizontal. Sea también p =
(Px, Py, P2) T un vector unitario normal al plano del reloj en el sistema de referencia
horizontal. La orientacién del reloj la podemos expresar con el vector p o definien-
do dos angulos, inclinacion y declinacion. La inclinacién, 6;, 0° < 6; < 180°, es el
angulo que forma el vector p con el vector e,

e, p
0; = arccos| ——— h_, =arccos(pz).
lez, | I p]

El dngulo de declinacioén, 8,4, —90° (este) < 8,; < 90° (oeste), es el dangulo entre el vector
proyeccién de p sobre el plano del horizontey el vector e_y;: . De este modo, podemos
por lo tanto expresar p como

—senf;senfy
P =|—sen0;cosly
cosf;
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Consideremos ahora un sistema de referencia ortogonal con el plano (x, y) coinci-
dente con la superficie del reloj, el plano (x, z) con el meridiano que pasa por el lugar
(direccién norte-sur) y z definido por p. En este nuevo sistema de coordenadas el
vector uy,(0, H,6), que va del reloj al Sol y que esta definido por la ecuacién (2.1),
queda como

ur(0,H,8;0:,04) = Rx(=0)R;(02) (6, H,6)

y, teniendo en cuenta que

cosfy, —senfy, 0
Ry (-0;)R,(0,;) =| cosB;senfy, cosf;cosf,; senb;|,
—senf;senf; —senf;cosf; cosb;

resulta

—cosf;sen H +senf ;sen¢cos H
—senf cos¢tand

—cosf;senf sen H—cos0; cosf sen¢cos H

— +cosf; cosf cosptand +senb; cos¢pcos H
%0, H,5;0;,04) = cosd i ﬁsen‘gismmwl ¢ .23

senf;senf;sen H + senf; cosf;sen¢cos H
—senf; cosf,; cosptand + cosb; cos¢pcos H
+cosf;sen¢gtand

Sea ahora v, = (x, Vi z,) T el vector que va del origen de coordenadas, centro del
reloj, al gnomon, punto (x,, yn,2,). Las coordenadas de nuestro rayo de luz y su
sombra serdn en este caso

Iy = (X, Y 2n; 0, H,8:00,0 450) = U7 + A0 (0, H, 5;0;,0,). 2.4)

—

El punto de interseccion de l_; con el plano del reloj se da para un A tal que e, - [, =

(0 o I)T-l_; =0, es decir

ez Uy Zn

A:—_} — == )
e, -ur(0,H,6;0;,04) Dcosd

siendo
D =senf;senf sen H+senf; cosf sen¢cos H

—senf; cosf cos¢ptand + cosf; cospcos H
+cosf;sen¢tand.

Notemos que D es positivo siempre que lleguen rayos de sol a la superficie del reloj.
A partir de y nos da las coordenadas del punto (x, y), con

Zn
X=Xp+ 52) (cosfO,sen H—senf,sen¢cos H +senf;cos¢ptand) (2.5)
z
Y=VYn+ Bn(cos(% senf;sen H +cos0; cosf, sen¢g cos H

—cosf;cosf,cos¢ptand —senb; cos¢pcos H (2.6)

—senf; sen¢tand).
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En este caso tendremos que el punto (x., y.), centro del reloj, al que tiende el de
sombra (x, y) es

senf; cos¢
cosf;sen¢ —senb;cosf cosp

Xe=Xp+2n
2.7
senf; sen¢ + cosf; cosf,cosp
" cosf; sen¢p —senh; cosf, cosp

Ye=Yn—%

Si llamamos a al dngulo entre el eje y, y la linea que une el centro del reloj con un
punto de sombra (x,y), dado por las ecuaciones y ([2.6), la tangente de este

angulo vendrd dada por
X — Xc

y-ye
que, teniendo en cuenta (2.5), y [2.7), se convierte en

(senf; cos¢—cosB; cosf sen)tan H +cosf;senfy
cosf,+senf sen¢ptan H

tana =

) (2.8)

tana =

que nos da el 4ngulo que forma cada linea horaria H con la direccién y;, (sur) y con
esto, y a partir del centro del reloj, ya podriamos dibujar nuestro reloj. Otra opcién es
hacerlo directamente a partir de y (2.6), dibujando para cada hora H los puntos
de sombra para las declinaciones maxima, 6 = 23,4° (solsticio de verano), y minima,
6 = —23,4° (solsticio de invierno), y unirlas mediante una linea recta. Al igual que en
el caso del reloj horizontal, podemos afiadir las lineas de declinacién.

Observar que utilizando la tabla siguiente y sustituyendo en podemos ob-
tener las ecuaciones de los relojes del capitulo anterior.

Orientaci6n Vector normal p  Inclinacién; Declinacién 0,
horizontal ©,0,1)" 0° no definido
vertical orientaciéon S 0,1,00T 90° 0°
vertical orientacién E (-1,0,007 90° 90°
vertical orientacién O 1,0,00T 90° -90°
vertical orientacién SE (1,1,0) T\/Lé 90° 45°

Por ejemplo, si hacemos 6; = 90° en obtenemos

cos¢ptan H
cosf,+senf,sengtan H'

tana = —
que, salvo el signo, debido la forma de medir la declinacién, es igual a la ecuacién
de los relojes de sol verticales obtenida en
Si hacemos 6; = 0° en (2.8), nos queda

cosfgsen¢gtan H +senf
cosf,+senf,sengtan H'

tana =
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con 0 arbitrario. Si 8,; = 0 se transforma en
tana = —sen¢tan H,

i.e., la ecuacion de un reloj horizontal ya vista en[1.5

23
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Capitulo 3

Correcciones horarias

3.1. Introduccién. Tiempo solar y tiempo sidéreo.

Es evidente que la hora que marcan los relojes de sol de las secciones anterio-
res no coincide con la hora que usamos normalmente, hora civil. Los relojes de sol
nos dan lo que se denomina tiempo solar verdadero, esto es, el angulo horario del
Sol (seccién[1.3). Con lo cual una primera correccién que deberiamos hacer seria
sumarle 12 horas, ya que en el horario civil los dias no comienzan y acaban al me-
diodia.

Con esto tendriamos la hora solar de nuestra posicion, en realidad de cualquier
punto del planeta con nuestra longitud. Pero, como sabemos, la hora civil de cual-
quier punto de la Espana continental es la misma. Esta hora civil es tal que a las
12:00 el Sol deberia estar en el meridiano del lugar, pero como no puede estarlo en
todos los sitios, esto solo se cumple para el meridiano de referencia de la zona hora-
ria. Asi pues, hay que corregir la hora de un reloj de sol segtin la longitud del lugar.
En concreto, en Logrofio deberiamos afiadir 1 hora, debido a que Espafa utiliza la
zona horaria UTC + 1 cuando, por longitud, le corresponderia UTC + 0, y 10 mi-
nutos, ya que Logrofio esta a 2,4° al oeste del meridiano de Greenwich (meridiano
de referencia para la zona horaria UTC + 0). Ademas de esto también se deberia de
afadir una hora durante el horario de verano (27 de marzo a 29 de octubre).

Sin embargo estas no son las tinicas correcciones. Hay dos correcciones mds su-
tiles que deben hacerse. Para ello fijmonos en la hora a la que el Sol pasa por el
meridiano de Logrofio a lo largo de un afo (Figura[3.I), en tiempo UTC + 1.

25
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1 de enero 8:40 13:14 17:47

1 de febrero 8:25 13:24 18:23

1 de marzo 7:46 13:23 19:00

1 de abril 6:52 13:14 19:36

1 de mayo 6:05 13:08 20:10

1 de junio 5:36 13:09 20:41

1 de julio 5:37 13:14 20:52

1 de agosto 6:03 13:17 20:31

1 de septiembre | 6:36 13:11 19:45
1 de octubre 7:08 13:00 18:52

1 de noviembre 7:44 12:54 18:04
1 de diciembre 8:21 13:00 17:39

Cuadro 3.1: Mediodia solar para Logrofio 2016. Observatorio Astronémico Nacional.

Como podemos ver, el mediodia solar, instante en el que el Sol estad en su punto
mads alto, i.e., paso por el meridiano, no ocurre siempre a la misma hora durante todo
el afio. Con las correcciones anteriores deberia producirse alrededor de las 13:10,
pero tenemos que el 1 de noviembre lleva un adelanto de 16 minutos y el 1 de febrero
un retraso de 14 minutos. Esto se debe principalmente a dos causas pero, antes de
pasar a analizarlas, vamos a necesitar de algunas definiciones que tienen que ver
con distintos tipos de tiempo.

= Tiempo solar verdadero es, como ya hemos dicho, el 4ngulo horario del Sol
verdadero (S,), angulo que forma el meridiano que pasa por el Sol con el me-
ridiano del lugar. Como hemos visto, el tiempo solar verdadero no varia de
modo uniforme.

= Tiempo solar medio es el dangulo horario del Sol medio (S,,), punto de refe-
rencia imaginario que recorre el ecuador con velocidad constante a lo largo
de un afio. Es el tiempo que usamos para uso civil.

= Tiempo sidéreo es el dngulo horario del punto vernal y se denomina por 6.
Es fécil ver que, dado un astro cualquiera, 8 = a + H, siendo a la ascension
rectay H el dngulo horario del astro (ver[1.3). Se trata de un tiempo que varia
de forma casi uniforme, aunque también se ve afectado por los movimientos
de precesién y nutacién, movimientos que no tendremos en cuenta en este
trabajo (ver [1]).

3.2. Ecuacion del tiempo
Tenemos, por tanto, distintas formas de medir o dar el tiempo. Nos interesa es-

pecialmente la diferencia entre el tiempo solar verdadero (el de nuestro reloj de Sol)
y el tiempo solar medio, ya que este tltimo se corresponde con el tiempo civil, que
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es el que marca nuestro reloj de pulsera. Esta diferencia es lo que se denomina ecua-
cién del tiempo, ET, y que puede escribirse como

ET = Hgv — Hsu,

siendo Hgsy el dngulo horario del Sol verdaderoy Hgyy el del Sol medio. A esta di-
ferencia se le llama asf ya que, antiguamente en astronomia, la palabra ecuacion se
usaba para denotar una correccién que se afiadia al valor medio de una determina-
da cantidad con el fin de obtener el verdadero valor de la misma.

Como ya hemos mencionado anteriormente, dos son las causas que contribuyen
a que la ecuacion del tiempo no sea idénticamente cero:

(C1) Laoblicuidad de la ecliptica.
(C2) Laexcentricidad de la 6rbita de la Tierra en torno al Sol.

Aunque la ecuacion del tiempo es el resultado del efecto combinado de ambas cau-
sas, vamos a analizar por separado cada una de ellas viendo c6mo se producen los
desfases entre el tiempo solar verdadero y el tiempo solar medio. Para ello seguire-
mos las ideas dadas en [5],

3.2.1. Primera causa (C1): la oblicuidad de la ecliptica.

Como ya vimos en la secci6n[1.2} el eje de rotacién de la Tierra no es perpendi-
cular al plano de la érbita terrestre, o ecliptica, ya que el plano del ecuador terrestre
y el plano de la ecliptica forman un angulo de 23,4°, de manera que la direccién del
eje de rotacion terrestre es fija a lo largo del ano, como se ve en la Figura[3.1}

Ly

\
\ \
\ . .
Eje de rotacién |\ 5 #‘ : Eguinoccio de otofio
r"\' - \ (22 de septiemibre)
= 23.4° de inclinaci W
L 4" de inclinacin
Solsticio de invierno | - __—o———"—_h
(21 de diciembre) — e
-
E Q/ / ]
a .
w _Hﬁ“"x 3
3 Invierno \ Verano | %
= *
.2 - 5
3 - e 3
=
T -\-\_\-\-‘-\-‘-‘-\_"-\-\. <
& el
Sl
S n
Equinoccio de primavera M““‘*—-—.______ Primavera ____,_.--F'/
’_— e Sokticio de verano

(20 de marzo)
21 de junio)

Figura 3.1: Movimiento de traslacién con fechas para Logrofio (2016).

Para poder entender como el hecho de que el eje de rotacién esté inclinado afec-
ta al desfase horario, supondremos que la Tierra se mueve alrededor del Sol en 6rbita
circular, es decir, con movimiento uniforme. En este caso, hacemos notar que, de las
dos causas que afectan a la ecuacion del tiempo, solo estamos considerando (C1).
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Asi, tendremos que, desde el punto de vista de un observador en la Tierra, el Sol
verdadero se mueve por el plano de la ecliptica, mientras que el Sol medio lo hace
por el ecuador. Debido a esto, sus dngulos horarios no van a ser iguales, salvo en los

equinoccios y solsticios (ver Figuras[3.2]y[3.3).

Para ver esto de una manera clara, utilizaremos dos sistemas de referencia. El
primero es el sistema de referencia de las coordenadas ecuatoriales absolutas (visto
en seccién ,i.e., el origen en el centro de la Tierra, el eje z coincidente con el eje
de rotacion, el plano xy coincidente con el plano del ecuador y el eje x en la direc-
cién del punto vernal. El segundo sistema, (x',y’,z'), es el sistema de coordenadas
eclipticas, cuyo eje x' coincide con el eje x de las coordenadas ecuatoriales, pero
ahora el plano x'y’ es el de la ecliptica, con el eje z* perpendicular al mismo. Para
pasar de un sistema de referencia a otro lo hacemos a través de un giro de eje x y
angulo ¢, que es la oblicuidad de la ecliptica: € = 23,4°. En la Figura[3.2]se representa
al Sol verdadero y al medio en estos sistemas de referencia.

R
ey == p
- ~_punto vernal
// =

Figura 3.2: El Sol verdadero y el Sol medio en los sistemas de referencia ecuatorial y
ecliptico.

Denotemos por V, al vector de posicién Sol verdadero y por V,, al del Sol medio
y sea v, la proyeccién de V, sobre el plano del ecuador. La diferencia horaria entre
el Sol verdadero y el Sol medio va a ser igual a la diferencia angular entre los vectores
Va V Vin, ambos sobre el plano del ecuador, ya que V, y v, se encuentran sobre el
mismo meridiano (ver Figura[3.3). Es decir, el dngulo ¢ que forman los vectores v, y
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Vin esigual a la ecuacién del tiemp(ﬂ
¢ =Hgy — Hsm,

de manera que si ¢ < 0 el mediodia solar verdadero tiene lugar antes que el medidoia
solar medio, lo que ocurre durante la primavera y el otofio. Por el contrario, en ve-
rano e invierno ¢ > 0y el mediodia solar verdadero tiene lugar después del mediodia
solar medio. Como ya hemos dicho, sélo los dias de los equinoccios y los solsticios
coinciden ambos mediodjias.

Figura 3.3: Proyeccién de la posicién del Sol verdadero y del Sol medio sobre el plano
ecuatorial.

Para calcular explicitamente el dngulo ¢ vemos que, debido al movimiento uni-
forme a lo largo del aiio, las coordenadas del Sol medio, en el sistema de referencia
ecuatorial son

Vin = (cos M,sen M, 0),

siendo M la denominada anomalia media, que es igual a nt, donde n es el movi-
miento medio que expresa el dngulo girado por unidad de tiempo: n =27/Ty T el
periodo orbital. De la misma forma, la posicién del Sol verdadero en el sistema de
referencia ecliptico viene dada por

(x',¥',2") = (cos M,sen M, 0). (3.1)

1Como la Tierra realiza una rotacién de 360° en 24 horas, gira un grado cada 4 minutos. Por tanto la
diferencia entre el mediodia solar verdadero y el mediodia solar medio, en minutos, es 4¢, con el &ngulo
expresado en grados.
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Puesto que la relacion entre un sistema de referencia y otro viene dada a través de
un giro de eje x y dngulo ¢, resulta que

X 1 0 0 x'
¥y |=] 0 cose -sene |-| ¥y |, (3.2)
z 0 sene cose z

por lo que las coordenadas del Sol verdadero en el sistema de referencia ecuatorial
seran
V, = (cos M,sen M cos&,sen M seng).

De este modo v, = (cos M,sen M cosg,0) y el dngulo ¢ puede obtenerse a partir del
producto escalar y vectorial de los vectores V,, y v,. En este sentido, se tiene que

cos® M +sen® M cose

V'cos? M + sen? M cos? e

Vg Vin = (cos M)? + (sen M)? cose = cosé =

Como se ve, cos¢ = 0y el signo de ¢ viene determinado por el signo del seno del
angulo. Ahora bien,

Vg %V =(0,0,sen M cos M(1 — cose)).
Por tanto, ¢ serd negativo si sen2M > 0y positivo si sen2M < 0.

NS
10

=10F

Figura 3.4: Ecuacién del tiempo por el efecto debido a la oblicuidad de la ecliptica.

Una vez obtenido ¢, podemos ver graficamente la ecuacion del tiempo a lo largo
del ano, lo que queda reflejado en la Figura[3.4] Como se ve, es un efecto estacio-
nal que se denomina reduccién al ecuador, ya que es la correcciéon que habria que
considerar si proyectamos el movimiento del Sol por la ecliptica sobre el plano del
ecuador. El desfase méaximo es aproximadamente de 10 minutos, tanto de adelanto
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como de retraso. El maximo retardo se produce en los maximos, que ocurren apro-
ximadamente el 3 de febrero y el 6 de julio. Por el contrario, el adelanto méaximo se
produce en los minimos, que tienen lugar hacia el 7 de mayo y 5 de noviembre. Es-
tas fechas se pueden calcular teniendo en cuenta que los extremos relativos de la
funcién cos¢ ocurren cuando

cose—1
CoS2M = ——.
cose+1

3.2.2. Segunda causa (C2):la excentricidad de la 6rbita dela Tierra.

Como sabemos la 6rbita de la Tierra en torno al Sol no es exactamente circular,
sino que es ligeramente eliptica siendo su excentricidad e = 0,01671022. Esta 6rbita
estd sujeta a las leyes de Kepler y, en consecuencia, el movimiento a lo largo de la
misma no es constante. Esto es lo que se desprende da la segunda ley de Kepler
(Figura[3.5), segtin la cual, la velocidad areolar es constante y por tanto la velocidad
de la Tierra es mayor cuanto més cerca del Sol se encuentra. Por ejemplo, este ano,
2016, la Tierra estuvo en su perihelio (posicién de la 6rbita mds cercana al Sol) el 2
de enero y en su afelio (posicién mds alejada del Sol) el 4 de julio. Por lo tanto en
torno al 2 de enero los dias solares tuvieron mas de 24 horas, siendo mds cortos a
primeros de julio.

Segunda Ley de Kepler

Area barrida
en unidad de
tiempo

Afelio ’

Area barrida
en unidad de
/ tiempo

Figura 3.5: Segunda ley de Kepler.

Es evidente que este movimiento no uniforme va a tener como consecuencia
que el tiempo solar verdadero difiera del tiempo solar medio, afectando a la ecua-
cién de tiempo. Para ver en qué medida afecta la excentricidad de la 6rbita terres-
tre, no tendremos en cuenta la oblicuidad de la ecliptica y supondremos que el Sol
verdadero y el Sol medio se mueven ambos sobre el plano del ecuador, el prime-
ro siguiendo una 6rbita eliptica, gobernada por las leyes de Kepler, y el segundo en
orbita circular con movimiento uniforme.
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Figura 3.6: Coordenadas de la elipse y anomalias.

Antes de pasar a calcular la diferencia entre los 4ngulos horarios del Sol verda-
dero y el Sol medio, debemos introducir los elementos fundamentales relativos al
movimiento kepleriano. No vamos a entrar en detalles sobre esto y referimos al lec-
tor a las referencias [1I} 2} 6]. En primer lugar, introducimos un dngulo f, que recibe
el nombre de anomalia verdadera, que es el &ngulo que forman el vector que une el
Sol y la Tierra con el vector en la direccién del perihelio (ver Figura[3.6). Este es el
4angulo que define la elipse en coordenadas polares, de manera que

_al-é?) 3.3)
~ l—ecosf’ '

siendo r la distancia entre el Sol y la Tierra, a el semeje mayor de la 6rbita y e la
excentricidad.

Sin embargo, no es la tinica manera de dar la ecuacién de la elipse. Si intro-
ducimos la parametrizacién natural

x=acosE, y=bsenE,
con b el semeje menor, resulta
r=a(l-ecosk),

donde el angulo E, que aparece reflejado en la Figura 3.6} recibe el nombre de ano-
malia excéntrica. No es dificil encontrar una relacién entre la anomalia verdadera y
excéntrica. En concreto se tiene que

tan= =41/ ——tan—. (3.4)
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El d4ngulo f tiene una interpretacién muy clara y es el dngulo girado por la Tierra
alrededor del Sol. Sin embargo este d&ngulo no varia de manera uniforme y encontrar
la funcién que expresa f en funcién de ¢ no es sencillo. Esto se hace de manera
indirecta a través de la ecuacién de Kepler

M=FE—-esenkE, (3.5)

siendo M la anomalia media, introducida en la seccion No obstante, la segun-
da ley de Kepler nos proporciona otra manera de relacionar f y ¢. En efecto, como
la velocidad areolar es constante se cumple

2d
raf _.

T, (3.6)

Una vez vistas las generalidades del movimiento kepleriano, la diferencia entre
el angulo horario del Sol verdadero y el del Sol medio va a ser igual a f — M, denomi-
nada ecuacién del centro, por lo que es necesario dar una expresion de f en funcién
de t. Esto lo podemos hacer usando la ecuacion (3.6), aunque clésicamente se hace
a través de , como veremos en la siguiente seccion.

Teniendo en cuenta (3.3), podemos escribir la ecuacién (3.6) de la siguiente for-
ma

2 212
a“(l-e 1
( ) sdf =dt,
2C (1-ecosf)
que es una ecuacion diferencial en variables separadas. Sea K = az(lz—_cez)z Integran-

do y aplicando que f =0 cuando ¢ = 0 tenemos que

td d K do
t= =| ———ab.
fo S fo (1-ecosB)?

El valor de la constante K se fija teniendo en cuenta que, para f =2, t = 1, siempre
y cuando el tiempo lo midamos en afios. Considerando que e = 0,017 resulta K =
6,28591, y entonces

! 1
t(f) = do.
(f) j(; 6,28591(1 — ecos0)?

A partir de esta relacion podemos obtener la grafica que aparece en la Figura[3.7]que
nos da la diferencia entre la anomalia verdadera y la anomalia media. Como se ve
los desfases méaximo y mintimo son aproximadamente de 8 minutos y se producen
cuando la nomalia verdadera del Sol es aproximadamente /2 y 37/2, respectiva-
mente. Esto ocurre mds o menos hacia el 1 de abril y el 1 de octubre.
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minstes

1 &b 1 mar 1 zbe 1 may 1 jun

Figura 3.7: Ecuacion del tiempo para una orbita eliptica (con e = 0,017), sin tener en
cuenta la oblicuidad de la ecliptica.

Una vez visto el efecto por separado de cada una de las causas que influyen en
la ecuacion del tiempo, podemos ver el efecto combinado de ambas: la oblicuidad
(C1) y la excentricidad (C2) sumdandolos. El resultado se recoge en la Figura que
es una variacion estacional, modulada por la ecuacién del centro. Las diferencias
maéximas se producen hacia mediados de febrero (alrededor de 15 minutos) y pri-
meros de noviembre (alrededor de 17 minutos).

Figura 3.8: En verde la ecuacién del tiempo a lo largo del afio, como suma de los
efectos de la oblicuidad de la ecliptica y de la excentricidad de la 6rbita. En azul, la
reduccion al ecuador y en rojo, la ecuacion del centro.
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3.3. Calculo de la ecuacion del tiempo

La seccién anterior nos ha permitido ver c6mo influyen en la ecuacién del tiem-
po, por separado, la oblicuidad de la ecliptica y la excentricidad de la 6rbita terrestre.
Sin embargo, la ecuacién del tiempo no es exactamente la suma de los dos efectos y
su cdculo debe hacerse directamente a partir de su definicion:

ET = Hgy — Hgpy.

La forma mas fécil de hacerlo es a través del tiempo sidéreo. Por una parte, tenemos
que el tiempo sidéreo es
0= Hsv-l-asv, 3.7

pero, por otra parte, también el tiempo sidéreo se puede obtener a partir del Sol
medio como
0 = Hspr+ asy. (3.8)

Por tanto, restando y , podemos escribir la ecuacién del tiempo como
ET =asy—asy.
Sillamamos a a asy y [ a asy nos queda:
ET=I]-a. (3.9

Consideremos ahora la esfera celeste con centro en la Tierra (Figura[3.9), de manera
que el Sol describe una 6rbita eliptica en el plano de la ecliptica. Sea © la longitud
ecliptica del Sol verdadero (S,). Tenemos entonces que el arco )73; = 0y, sumando
y restando ® en , resulta

ET=0©-a)-(0©-1. (3.10)

Sea el punto A de la Figura el perihelio de la drbita, entonces el arco AS, esla
anomalia verdadera, f. Por otra parte, sea S, un Sol ficticio que se desplaza por la
ecliptica con movimiento uniforme y a la misma velocidad angular que el Sol medio
(S;). Por tanto, A?o es la anomalia media, M,y 77?0 = [. Tenemos entonces que,

©—1=7S,-YSe=AS, - AS,=f - M,
con lo que podemos reescribir como
ET=-(a-0)-(f-M). (3.11)

Asi, la ecuacion del tiempo queda dividida en dos sumandos, cada uno de los cuales
da cuenta de uno de los efectos descritos en la seccién anterior:

(P1) La cantidad a — ©, llamada reduccion al ecuador, da cuenta del efecto debido
ala oblicuidad de la ecliptica.

(P2) La cantidad f — M, llamada ecuacion del centro, da cuenta del efecto de la
excentricidad de la 6rbita terrestre.



36 CAPITULO 3. CORRECCIONES HORARIAS

Figura 3.9: El Sol verdadero y el Sol medio sobre la esfera celeste.

Calculamos primero la reduccion al ecuador, (@ — ©). Para ello haremos uso de
la relacién entre las coordenadas ecuatoriales y eclipticas, dada por (3.2). Asi, en
coordenadas ecuatoriales, las coordenadas del Sol verdadero son

(cosd cosa,cosdsena,send),

siendo a y 4 la ascension recta y la declinacién, respectivamente, mientras que en
coordenadas eclipticas sus coordenadas son

(cos®,senB,0).
Entonces, por (3.2), se tiene

cosdcosa 1 0 0 cos®
cosdsena |[=| 0O cose -—sene |-| sen®
send 0 sene cose 0

Desarrollando la ecuacién anterior resulta

cosdcosa =cos0,
cosdsena = cosesenO,
send =senesen®.

y, dividiendo las dos primeras ecuaciones, se obtiene

tana = cosetan®,
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que se puede reescribir como
£
tana = —?tan@. (3.12)
+ tan 5

La ecuacién suele obtenerse en los libros clasicos de Astronomia mediante el
uso de trigonometria esférica, como se hace en [3}[6].

Es interesante ver que en la ecuacioén (3.12) estd implicita la reduccién al ecua-
dor. Para obtenerla de una forma explicita, notemos que, puesto que ¢ = 23,4°,

9 €
tan“ — = 0,04,
2

es una cantidad pequefia y, por medio del teorema de la funcién implicita, sera posi-
ble obtener @ —© como un desarrollo en serie de potencias de y, donde y = tan /2.
Con esta notacion, la ecuacion (3.12) queda como

1_
Y tano. (3.13)
+y

tana =

Usando exponenciales complejas, tenemos que
eia_e—ioc ei2a_1

tana = — — = — :
i(el®+e @) i(ef29+1)

Haciendo lo mismo con tan @, y sustituyendo en (3.13) nos queda

ei2a_1 1_yei2®_1
e2011 1+ye®+1

de donde se obtiene que

B ei2®+y B ei2®(1+yefi2®)

eiZa — —
1+ yei2® 1+ yei2®

Tomando logaritmos resulta

i2a =i20 +log(l + ye—ize) ~log(1+ yeize),

y desarrollando ahora en serie de potencias los logaritmos nos queda que

2 3
20 =20+2(-ysen20 + y?sen4®—y?sen6®+--~), (3.14)

por lo que la reduccién al ecuador, (a — ©), es igual a

¥y ¥
a—@z—ysen2®+?sen4®—?sen6®+-~-, (3.15)

con a y 0 expresados en radianes. Si queremos expresar la diferencia @ — © en se-
gundos tendriamos que considerar el correspondiente factor de conversion. De este
modo, como y = tan® £ =0,043068, obtenemos finalmente

a—0=-59224sen20 + 12°75sen40 — 0°36s5en60 + - - - . (3.16)
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Asi, la ecuacién (3.16) nos da la parte de la ecuacién del tiempo que depende de la
oblicuidad de la ecliptica, expresada en funcién de la longitud ecliptica del Sol, ©.

Consideremos ahora el segundo sumando de la ecuacién (3.11), que hemos de-
nominado, ecuacién del centro, (f — M). Para obtener una expresion explicita en tér-
minos del tiempo, lo haremos a través de la ecuacién de Kepler que, por con-
veniencia, escribimos como

E=M+esenkE. 3.17)

Apoyandonos de nuevo en el Teorema de la funcién implicita, teniendo en cuenta
que la excentricidad e es pequefna, podemos expresar E como una serie de potencias
en e, de manera que

E=Ey+Eje+Ee*+Ee +---. (3.18)

Los valores de Ej (k=0,1,....) se obtienen sustituyendo (3.18) en (3.17) e igualando
los coeficientes de las diferentes potencias de e. Es decir, se obtienen a partir de la
igualdad

Eo+Eje+Eye® + Ese® +---= M+esen(Ey+ Eje+ Exe® + Ese® +--+).

Teniendo en cuenta que, hasta las potencias de e, el segundo miembro de la igual-
dad anterior es

3
e
M +esenEy + e2E1 cos Ey + ?(ZEZ cos Ey — E% sen Ep),

resulta
Ey=M,
E; =senM,
Ey = %senZM,

E3 = 1(—sen M +3sen3M).
Reordenando la serie de potencias como una serie de Fourier tenemos, finalmente,

e3 e?

3
E=x= M+(e—§)senM+ Esen2M+ gegsenE}M. (3.19)

Una vez que tenemos E en términos de M, o lo que es lo mismo del tiempo,
el siguiente paso es expresar f como funcién de M. Para ello nos basaremos en la
relacion existente entre E'y f, dada por la ecuacién (3.4)

f 1+e E
tan— =41/ —tan—.
2 l1-¢ 2

Esta es una expresiéon muy similar a (3.12) y la forma de proceder va a ser, por tanto,
andloga. En primer lugar, vamos a introducir un 4ngulo ¢ de manera que

e=seney.
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Con esto, la ecuacion (3.4) se puede escribir de la forma

l+tany E
tan — = ——tan —.

®
2 1-tany 2

Si en (3.13) reemplazamos y por —tan¢/2, a por /2y © por E/2, obtenemos que
1, 1, 1 5
f:E+(e+Ze)senE+Ze sen2E+Ee sen3E+---. (3.20)

Combinando, ahora, (3.19) y (3.20) podemos expresar la anomalia verdadera, f, a
partir de e y M. El proceso es, una vez mds, por desarrollo en serie de potencias.
Observemos que, hasta las potencias de orden dos en e,

senkE = sen(M+ (e— %)senM+ % sen2M + %e3sen3M+---)
2
= (1— %)senM+§sen2M+-~-
Andlogamente
sen2E =sen2M —esen M — e’ sen2M + esen3M + e?sen4M,
sen3E =sen3M + %ez sen M — %esenZM— ?—16‘2 sen3M + %esen4M+ %562 sen5M.

Sustituyendo estas expresiones en resulta
1, 5, 13 ,
f-M=0-1=(_2e- Ze )sen M + Ze sen2M + Ee sen3M +---, (3.21)

que es la ecuacion del centro. Esta ecuacién expresa la anomalia verdadera, f, en
funcién de la excentricidad, e, yla anomalia media, M. Expresada en segundos, has-
ta e y tomando e = 0,01671022, queda

f—M=460°33sen M +4°82sen2M.

Ya tenemos tanto la reduccién al ecuador como la ecuacion del centro, por lo
que podemos proceder a calcular la ecuacion del tiempo, (3.11). Sin embargo, la
reduccioén al ecuador estd calculada en términos de la longitud ecliptica, ©, y seria
conveniente tenerla también en términos de la anomalia media. Esto lo podemos
hacer a partir de la ecuacién (3.21), ya que © = [ + (f — M), es decir

5
®=[+2esenM + Zezsen2M+---.

De aqui se tiene que

sen2@ =sen(2/ +4esenM +---) =sen2l +4esen M cos2l+---,
(3.22)
sen4® =sen4l+---.
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Sustituyendo (3.22) en el segundo miembro de (3.15), y considerando solo hasta las
potencias de segundo orden en ey en y, resulta

1
a—0=—-ysen2l—-4eysenMcos2]+ Eyzsen4l. (3.23)

Sustituyendo ahora (3.23) y (3.21) en la ecuacién del tiempo, (3.11), obtenemos
1 5
ET =ysen2l—-2esen M +4eysen M cos2l — Eyz sen4l — Zez sen2M, (3.24)

que, expresada en segundos, queda como

ET =592%2sen2l —460%3sen M +39°6sen M cos 21
(3.25)
—12%7sen4l—4°8sen2M.

Esta ecuacién todavia debe ser modificada, pues depende de dos variables: M y [.
Ahora bien, si nos fijamos en la Figura[3.9} como la anomalia media es

M= AS, = Ay +7So,

tenemos que
M=Ay+1.

Sea w la longitud del perihelio, es decir el dngulo recorrido sobre la ecliptica desde
el punto y hasta el punto A. Entonces, tenemos que w = 360° — Ay y, por tanto,

M =360°+ (I - w).

Asi, podemos cambiar M por [ —w en (3.25) o [ por M + w, teniendo en cuenta que
w es un elemento conocido de la érbita terrestre, cuyo valor es con 281,75°. De este

modo (3.25) queda

ET =~ -97°8senl—431°3cos ! +596°6sen2]/ — 159 cos 2]
(3.26)
+450sen3!+19%3cos3]—1257sen4l.

Esta ecuacién nos da el valor de la ecuacion del tiempo, hasta el orden de aproxi-
macién elegido, en funcién de la longitud media del Sol (1), i.e., ascension recta del
Sol medio. Si llamamos #; al instante en que la longitud del Sol medio es 0y n a la
velocidad angular del Sol medio, tenemos que para cada instante ¢

1(1) = n(t - 1y).

Puesto que f, tiene lugar en el equinoccio de primavera, nos da la ecuacion
del tiempo a partir de esa fecha, es decir [ = 0 cuando el Sol se encuentra en el punto
vernal. Para desplazar el origen a otra fecha, basta hacer una traslacién. En concreto,
si queremos tomar el origen al paso del Sol por el perihelio, deberiamos considerar
la ecuaci6n del tiempo en funcién de M en lugar de en funcién de /. Haciendo esto,
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se obtiene la gréfica de la Figura[3.10} que podemos comparar con la obtenida en la
seccién anterior (Figura|3.11) en la que se aprecian pequefias discrepancias.

minutos

. . .
D 1 oct 1 nov 1 dic

. . . . . . .
1 feb 1 mar 1 abr 1 may 1 ju 1 jul 1 ago 1 s

Figura 3.10: Gréfico de la ecuacién del tiempo obtenida por desarrollo en serie, se-
gln la ecuacioén (3.26).

minutos

. . . . . . . . . .
1 feb 1 mar 1 abr J may 1 ju 1 jul 1 ago 1 P 1 oct 1 nov 1 dic

Figura 3.11: La ecuacién del tiempo obtenida por desarrollo en serie, en azul, com-
parada con la ecuacién obtenida en la secciones yB-2.2](en rojo).

Si nos centramos solo en las diferencias entre ambas aproximaciones, la Figura
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3.12| nos revela que la diferencia maxima entre ambos célculos es de un minuto, y
ésta se produce hacia el 1 de abril y el 1 de octubre.

minutos

051

1 dic

\//feb 1 mar 1 abr 1 may jun jul

—05-

Figura 3.12: Diferencia entre las dos formas de calcular la ecuacién del tiempo.

3.4. Laecuacion del tiempo y las funciones de Bessel

Por tltimo, destacamos que la ecuacién de Kepler resulta una pieza clave para
encontrar la ecuacion del centro y es una de las ecuaciones mds estudiadas de todos
los tiempos, por su trascendencia en la determinacién de efemérides astronémicas
y, en nuestros dias, en la determinacion de las posiciones de los satélites artificiales.
Una de las formas de llegar a resolver la ecuacién es a través de las funciones de
Bessel. Si escribimos como

E—M=esenkE, 3.27)

vemos que E — M es una funcién impar de E'y, por lo tanto, de M. En consecuencia,
su desarrollo en serie de Fourier serd de la forma

o0
esenE=2) bisenkM,
k=1

de manera que

1 T
bk:—f esenEsenkMdM.
T Jo

Integrando por partes, llegamos a

b/ 1 T
= f coskMd(esenE).
0

1 1 (7
by = ——esenEcoskM+—f coskMd(esenE) —
kn km Jo E=0 km
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Haciendo uso de la ecuacion (3.27) podemos sustituir esen E por E — M y, entonces,
1 rr 1 "
by = —f coskMdE — —f coskMdM.

kr Jo kr Jo

Puesto que la segunda integral es 0, finalmente queda
1 /2
by = —f cos(kE — kesenE)dE,
kn Jo

donde hemos hecho uso, de nuevo, de la ecuacién de Kepler para expresar M en
términos de E. Ahora bien, de acuerdo con la definicién de las funciones de Bessel
(41,

b/
Ji(2) = %f cos(kf — zsenf)do,
0

por lo que
1
by = %]k(ke). (3.28)

Por tanto, se tiene que

(o)
1
esenE=2) z]k(ke) senkM
k=1

y, entonces,

[o¢]
1
E=M+2) %Ik(ke) senkM (3.29)
k=1

Si e es un pequeiio pardmetro, como lo es en el caso de la 6rbita de la Tierra, pode-
mos desarrollar (3.28) como una serie de potencias de e. Si lo hacemos hasta orden
tres y tenemos en cuenta que

k2e? k3e3
cos kusen? 3

cos(ku—kesenu) = cosku+kesenkusen u— u———senkusen® u,

se obtiene que
3 2

e 1 e 1 3
——, bh==Re)=—, b3=-J338e)= — 3,
2 2]2( e) 1 3 3]3( e) 166

e
b = =~ — ,
1=J1(e) T

que, llevado a (3.29), nos da
e e? 33
ExM+|e— ry sen M + ?sen2M+ ée sen3M,

expresion que podemos comparar con (3.19), en donde se daba el desarrollo de E
hasta las potencias de orden tres en la excentricidad.
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CAPITULO 3. CORRECCIONES HORARIAS



Conclusiones

Larealizacién de esta memoria me ha dado la oportunidad de revisar conceptos
bésicos de geometria, algebra lineal, ecuaciones diferenciales y andlisis. También
me ha supuesto familiarizarme con algunas de las nociones basicas del movimiento
planetario y de astronomia.

En la dltima parte, el cdlculo de la ecuacion del tiempo me ha proporciando la
oportunidad de utilizar una gran variedad de nociones vistas a lo largo de la carrera,
como el teorema de la funcién implicita, desarrollos en serie de potencias, resolu-
cién de ecuaciones diferenciales, etc. También me ha dado una idea de la dificultad
de representar fendmenos fisicos de forma precisa mediante el uso de las matema-
ticas.
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